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我们证明了它是无条件稳定的，其收敛阶为O(△t + N - m )，其中△t、N和m分别为时间步
长、多项式的阶数和精确解的正则度。特别是我们改进了[Lin，Li & Xu，2011]中类似

































The cable equation has become one of the most important equations for simulating 
neurodynamics. The research about this equation has attracted more and more attention. 
Some recent developments have found that it’s more effective to use the fractional derivative 
cable equation to simulate the dynamic behavior of neurons. There exists a number of works 
concerning this equation. In particular, the numerical method has been subject of many 
investigations. The main work of this paper is to investigate a deformation of the time 
Fractional Cable equation with the initial boundary value problem, proposing an efficient 
numerical calculation method, which is based on a finite difference scheme in time and 
Legendre spectral method in space. For the time semi-discretization, we have proved the 
stability of the scheme and derive the error estimate. For the full discretization, we have 
proved that it is unconditionally stability, and converges to the exact one with order O(△t + 
N- m), where △t, N and m are the time step size, polynomial degree and regularity of the exact 
solution respectively. Especially, we improved the error estimation of the similar method in 
[Lin, Li and Xu, 2011], we have removed the factor △t -1 before N-m, which is an important 
improvement. Numerical experiments are carried out to support the theoretical claims. 
 
 











































的，此时扩散粒子的平均位移< r 2 ( t ) >关于时间不是线性阶的，而是< r 2 ( t ) > ~ t α，例
如，离子的跟踪实验，光褪色恢复实验都证实了在各种细胞膜中蛋白质与类脂化合物的



































收敛阶为O( 2 max { }t α β−Δ ， + 1t −Δ N - m )。需要特别指出的是，在该误差估计式中含有 1t −Δ 的
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此方法的稳定性与收敛性分析，证明了数值解是无条件稳定的，其收敛阶为O( tΔ + N - m )，
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由于证明中用到了一个新的技巧，我们改进了文[Lin，Li & Xu，2011]中类似方法的误差























设 L > 0，T > 0，Λ = ( 0，L ). 考虑如下的时间分数阶 Cable 方程： 

















α ，x∈Λ，0 < t ≤ T     (2.1) 
以及下列初边值条件： 
                        u ( x，0 ) = g ( x ) ，x∈Λ ,                        (2.2) 
                   u ( 0，t ) = u ( L，t ) = 0，0 ≤ t ≤ T.                   (2.3) 
这里α是时间分数阶导数的阶数，0 ≤ α ≤ 1，(2.1)式中的






       
0
( , ) 1 ( , )
(1 ) ( )
α
tu x t u x s d s
t s t sα αα
∂ ∂=
∂ Γ − ∂ − ，0 < α < 1. 
在下面的分析与算法设计中，我们假定问题(2.1) - (2.3)有唯一充分光滑的解。为
了简化记号并不失一般性，我们在格式构造及数值分析时假定 f ≡ 0。首先，引进有限
差分格式对时间一阶导数和分数阶导数进行离散。令tk = k△t，k = 0，1，2，……，K，
其中△t = T / K为时间步长。考虑时间一阶导数的如下逼近（向后Euler格式）： 
对任意0 ≤ k ≤ K - 1， 
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另一方面，时间的分数阶导数由下式近似：对任意 0 ≤ k ≤ K - 1， 
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Γ − Δ . 
为了方便起见，引入记号：b j = ( j + 1 ) 
1 - α - j 1 - α，j = 0，1，2，……，K，那么直
接计算知 b j 满足如下性质： 
     b j > 0，j = 0，1，2，……，K， 
     1 = b 0 > b 1 > b 2 > ……> bk，bk → 0 ( k → ∞ )，                  (2.5) 
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当 k = 0 时， 11 1
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. 
这样，分数阶 Cable 方程(2.1)便转化为： 
当 k ≥ 1 时， 
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上式两边同乘以 ( 2 ) t ααΓ − Δ ，记 ( 2 ) t
t
ααα Γ − Δ=
Δ
 ， 0 ( 2 ) t
αα α= Γ − Δ ，r k + 1 = 
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.                (2.7) 
记 u k + 1 ( x )为 u ( x，t k + 1 )的逼近解，则方程(2.1)的有限差分格式为： 
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              u k + 1 ( 0 ) = u k + 1 ( L ) = 0，k ≥ 0， 
及初始条件 









Λ = ∈ Λ ∈ Λ， ， 1 10H ( ) { H ( ) | 0}v v ∂ ΛΛ = ∈ Λ =， ， 







Λ = ∈ Λ ∈ Λ ≤ ≤， ， ， 
这里 2L ( )Λ 是在Λ上Lebesgue平方可积的泛函空间。 2L ( )Λ 和 1H ( )Λ 的内积分别定义
为： 
            ( )u v u v d x
Λ
= ， ， 1( ) ( ) ( )
d u d v
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d x d x
= +， ， ， ， 
相应的范数为： 
             || v || 0 = ( v，v )




= + . 
空间H m ( Λ )的范数定义为： 











本文中，为了便于分析，我们定义范数 1|| ||⋅ 代替上面标准的H 
1- 范数： 








.                 (2.10) 
标准的H 1- 范数与(2.10)中定义的范数是等价的。这样，具有边界条件(2.3)的方程
(2.1)的变分形式(弱形式)为：求u k + 1∈ 10H ( Λ )，使得 )(H
1
0 Λ∈∀v 有： 
当k ≥ 1时， 
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， ， ， .                       (2.12) 
引理2.1：(2.6)和(2.7)式中的 1kr + 满足 1 0|| ||
kr + ≤ 1uC t
α+Δ ，k = 0，1，…，K - 1. 
证明：对k = 0，1，…，K - 1，有： 1ktr
+
Δ =
2O( )t α−Δ ，则： 
       1 +1 20 [ O( ) ] ( 2 ) [O( ) O( ) ]
k k
tr r t t t t
α αα α+ −Δ= + Δ = Γ − Δ Δ + Δ = O (△t
 1 + α ). 
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− 是随着k的增加而增加， 


















，k = 1，2，…，K. 
对弱形式的半离散问题，我们有如下的稳定性结果： 
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成立：|| u k + 1 || 1 ≤ || u
 0 || 0，k = 0，1，2，…，K - 1. 
证明：利用归纳法证明。首先当k = 0时，在(2.12)式中令v = u 1，并利用不等式 
|| u || 0 ≤ || u || 1和Schwarz不等式，有： 
      21
1 |||| u  ≤ || u
 0 || 0 || u
 1 || 0 ≤ || u
 0 || 0 || u
 1 || 1，即：|| u
 1 || 1 ≤ || u
 0 || 0. 
现假设|| u j || 1 ≤ || u
 0 || 0，j = 1，2，…，k成立，下证|| u
 k + 1 || 1 ≤ || u
 0 || 0成立。 
在(2.11)式中取v = u k + 1，得： 
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由归纳假设和不等式|| u || 0 ≤ || u || 1，以及利用 b j的性质(2.5)，不等式两边同除以
1
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因此|| u k + 1 || 1 ≤ || u
 0 || 0，k = 0，1，2，…，K - 1. 
现在，我们对半离散问题进行误差分析，有如下结果： 
定理 2.2：设 u 是问题(2.1) - (2.3)的精确解， 0{ }
k K
ku = 是时间半离散问题(2.11) - (2.12) 
关于初始条件 u 0 ( x ) = u ( x，0 )的解，则有下列误差估计： 
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